Eesti informaatikaoliimpiaad Lahenduste selgitused
Lahtine voistlus 14.-20.10.2019

1. Ounte jagamine (jaga) 1 sek / 3 sek 20 punkti

On antud N elemendiga massiiv K. Kust teha massiiv pooleks nii, et vasaku ja parema poole
summad oleks “voimalikult vordsed”, s.t. et poolte vahe absoluutvéiartus oleks voimalikult vaike?
(1 < N <10%

Lahendus

Arvutame iga i jaoks V; = K1 + Ko+ -+ K; ja P, = K11 + K;10 + - + K. Vastus on see ¢
vaartus, mille korral |V; — P;| on vdhim.

Selline naiivne algoritm annab kiill 6ige vastuse, aga kulutab iga i jaoks summade arvutamiseks
kokku umbes N liitmist. Kuna voimalikke i véirtusi on N, kulub kokku umbes N? tehet, mida
on suuremates testides ajalimiidi sisse mahtumiseks liiga palju.

To66mahtu saame vahendada, kui paneme tahele, et V; ja P; teades pole vaja V11 ja P11 arvu-
tamist otsast peale alustada. Selle asemel saame arvutada Vi1 = V;+ K11 ja Piy1 = Pi— Kiq1.
Sel moel saame ¢ = 1 jaoks algseisu arvutada umbes IV tehtega ja edasi iga jargmise 4 jaoks uue
seisu arvutada vanast vaid kahe tehtega. Seega kulub koigi IV voimaliku 4 vAédrtuse uurimiseks
kokku ainult umbes 3N tehet.

2. Seoste jareldamine (seos) 1 sek 30 punkti

Meil on kolm muutujat a, b, ¢ ja teame kaht fakti, millest kumbki on iihel jargmistest kujudest:
r<y,z<y, x=y, x =y, x>y Koosta 3 x 3 tabel, kus igale muutujale vastab iiks rida ja tiks
veerg ning igasse ruutu on kirjutatud koige tugevam sisendist jarelduv seos nende kahe muutuja
vahel.

Ulesandel on kaks radikaalselt erinevat lihenemisviisi.

Lahendus 1: palju if-lauseid

Esiteks eemaldame sisendist vordusseosed. Kui sisendis on tingimus x = y, siis asendame sisendis
igal pool muutuja y muutujaga x ning viskame selle tingimuse minema. Péarast kopeerime tabelis
vastavad read ja veerud.

Teiseks eemaldame seosed, mis vordlevad mingit muutujat iseendaga. Kui sisendis on tingimus
x < x vOi x > x, siis see on vastuolu. Kui sisendis on tingimus x < x voi x > x, siis see on kasutu
informatsioon.

Niitid on meil kuni kaks vorratust. On moned erinevad juhud.

e Pole tihtegi allesjadnud vorratust.
o Allesjidvad vorratused mainivad ainult kahte muutujat. Olgu nad x ja y.

— Allesjddvad vorratused on vastuolulised.

— Allesjddvad vorratused on x < y ja x > y. Siit jireldub, et z = y; tdidame tabeli
vastavalt.

— Ulejddinud juhud. Kui siin on kaks vorratust, siis valime nendest tugevama. Alles jaib
iiks vorratus; tdidame tabeli vastavalt.

o Allesjidvad vorratused mainivad kolme muutujat. Tapselt ihte nendest mainitakse siis kaks
korda, olgu see x; iilejadnud kaks olgu y ja z.

1/12



Eesti informaatikaoliimpiaad Lahenduste selgitused
Lahtine voistlus 14.-20.10.2019

— y ja z asuvad arvteljel samal pool arvu x. Siis me ei saa vorratustest y ja z omavahelise
seose kohta midagi jiareldada ehk tabelisse ldheb 77.

— y ja z asuvad arvteljel teine seisel pool arvu x. Konkreetsuse mottes oletame, et y < =
voly<zjaxr<zvolzx<z.

* Molemad vorratused sisaldavad vordusmdrki. Siis saame jareldada, et y < z, aga
mitte y < z; tdidame tabeli vastavalt.

x Vdhemalt iiks vorratus on range. Siis saame jareldada, et y < z; tdidame tabeli
vastavalt.

Keerukus O(1).

Lahendus 2: proovime koiki kolmikuid
Teeme kolm 3 x 3 tabelit L, G ja E. Eesmérk on, et nad néitaksid jargmiseid asju.
e L[i][j] néitab, kas on voimalik, et i-s muutuja on véiksem kui j-s muutuja;
e FE[i][j] niitab, kas on voimalik, et i-s muutuja on vordne j-nda muutujaga;
o G[i][j] néitab, kas on voimalik, et i-s muutuja on suurem kui j-s muutuja.
Edasi teeme jargmist.

e Kéime labi koik voimalikud arvude kolmikud (a, b, ¢).
e Kontrollime, kas antud kolmik (a, b, ¢) vastab antud tingimustele.

— Kui jah, siis uuendame tabeleid, nt. kui a < ¢, siis mérgime, et L[0][2] = 1.

Erinevaid kolmikuid (a, b, ¢) on muidugi 1opmatu arv. Aga on selge, et piisab, kui vaatame ainult
kolmikuid, kus a, b, c € {0,1,2}.

Kui iikski kolmik ei vastanud tingimustele, siis on sisend vastuolu. Vastasel juhul saame tabelitest
L, E, G vastuse kokku panna.

Keerukus O(1).

3. Superratsu (ratsu) 1 sek 40 punkti

R x V ruudustikul on moned ruudud blokeeritud. Ratsul on vaja liikkuda ruudust a ruutu b
minimaalse arvu kdikudega. Ratsu kiib, nagu ratsu ikka, aga {ihe korra voib ta teha superkdigu:
litkuda kolm ruutu horisontaalselt ja iihe vertikaalselt (voi vastupidi).

Leia lithim tee a ja b vahel. (1 < R,V < 100)

Lahendus
Olgu ratsu algusruut (rs,vs) ja loppruut (rg,vy).
Mistahes hetkel saame kirjeldada ratsu “olekut” kolmikuna (r, v, s). Siin:

e 7 on rea number, millel ratsu on;
e v on veeru number, millel ratsu on;

e s on kas 0 voi 1: nditab, kas ratsu on superkiigu juba &ra teinud.

Uhe kiiiguga v6ib ratsu olek muutuda jargmiselt.
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(r,v,8) = (r+2,v+1,s);
o (r,u,8) = (r+2,v—1,s);

(r,u,8) = (r+1,v+2,s);
e jne;
(r,v,0) = (r+3,v+1,1);
e (r,v,0) = (r+3,v—1,1);
o (r,v,0) > (r+1,v+3,1),

e jne.
Need muutused saavad toimuda ainult siis, kui molemad ruudud jéavad laua peale ega ole blo-
keeritud.
Joonistame graafi, kus on iiks tipp iga oleku kohta ning sellised suunatud servad, nagu iilal
toodud. Peame leidma jargmised lithimad teed:

L4 (Tsa Us, 0) ~ (rfv Vf, 0)7

i (Tfa vf, 0) ~ (Tfa vf, 1)7
ja votma neist lihima.
Kuidas leida liihimat teekonda kahe tipu vahel suunatud graafis? Oletame, et tahame néiteks leida
lithimat teekonda s ja f vahel. Teeme massiivi dist; paneme alguses dist[s| = 0 ja dist[u] = oo

teiste u-de korral. Eesmérk on see, et 1opuks oleks iga u jaoks dist[u] kaugus tipust s tippu u.
Hoiame meeles jéarjekorda, kus on esialgu ainult tipp s. Teeme jargmist:

e votame jéarjekorra esimese elemendi u ja eemaldame ta jarjekorrast;
e iga serva u — v kohta:
— kui dist[v] = oo:
x dist[v] < dist[u] + 1;
* lisame v jarjekorra loppu.

Lopuks lithima teekonna pikkus on siis dist[f]. Kui on vaja teada ka teekonda s ~~ f, siis hoiame
iga tipu jaoks iihtlasi meeles, millise tipu kaudu temani jouti. Siis saame tipust f “tagurpidi”
tagasi tulla. Selle keerukus on O(FE), kus E on graafi servade arv. Antud juhul on keerukus siis
O(RC), sest meil on 2RC tippu, millest igaiiks tekitab kuni 16 serva.

4. Suurtiikid (svejk) 1 sek 50 punkti

Vaatleme koiki N arvu permutatsioone, kus jarjestikuste elementide vahede absoluutvairtuste
summa on suurim voimalik. Leia:

1. see suurim voimalik summa;

2. selliste permutatsioonide arv;

3. sellistest permutatsioonidest leksikograafiliselt vihim;
4. sellistest permutatsioonidest leksikograafiliselt M-s.
<

(1< N<10°, 1< M <10%)

Lahendus

Uurime esiteks, missugused need maksimaalse summaga permutatsioonid on.
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Lemma 1. Kui P on optimaalne jarjestus, siis pole thtegi sellist i, et Pli — 1] < P[i] < P[i+ 1]
ega Pli — 1] > P[i| > P[i + 1].

Toestus. Votame mingi jarjestuse P. Valime vihima sellise i, et P[i — 1] < P[i| < P[i + 1] voi
P[i—1] > P[i] > P[i+1]. Uldisust kitsendamata eeldame, et P[i] < P[i+1]. Vahetame omavahel
ara P[i] ja P[i+ 1]. Juhtub tiks kolmest asjast:

e Pli] > Pli+ 1] > P[i+ 2] ja vastus jadb samaks;
e Pli] > Pli+ 1] < P[i + 2] ja vastus kasvab.

e + 1 = N ja vastus kasvab.

Igal juhul see “vdhim ¢” suureneb vihemalt {ihe vorra. Kordame seda protseduuri nii kaua, kuni
ei ole enam selliseid ¢ vaértusi. Vahemalt {ihe korra vastus kasvas. Seega suvalisest jarjestusest
saab teha parema jarjestuse, kus neid kasvavaid ega kahanevaid kolmikuid ei ole. O

See tahendab, et optimaalsed jérjestused “sik-sakitavad”: kui vélja jatta P[1] ja P[N], siis igal
elemendil on naabrid kas temast molemad suuremad voi molemad vaiksemad.

Iga paar i,i + 1 liidab summale |P[i] — P[i + 1]|. Kui P[i] > P[i + 1], siis see liidetav on P[i] —
P[i+ 1]; kui P[i] < P[i+ 1], siis see liidetav on P[i + 1] — PJ[i]. Seega:

e kui P[i] on molemast oma naabrist suurem, siis see liidab summasse 2P[i];

e kui P[i] on molemast oma naabrist viikesem, siis see lahutab summast 2P][i].

Néeme, et on optimaalne panna “suured” arvud kohtadesse, kus nad on molemast oma naabrist
suuremad, ning “véikesed” arvud kohtadesse, kus nad on molemast oma naabrist viikesemad.
Otspunktidesse on optimaalne panna “keskmised” arvud.

Pérast moningast motlemist jouame jareldusele, et:

e Kui N on paaris, siis optimaalne permutatsioon on iihel jargmistest kujudest:

cC ANV .-~ AV C+1
cC+1 v A -V AN C

e Kui N on paaritu, siis optimaalne permutatsioon on iihel jargmistest kujudest:

C—-1 NV ANV N C
cC v A V. AV C+1
C ANV ANV AN C—-1

cC+1 v A vV AV C

Siin C' = [%] ning A ja V tuleb asendada vastavalt “suurte” ja “viikeste” arvudega. Siin on
suured arvud need, mis on kummastki otspunktist suuremad ning véikesed arvud on need, mis
kummastki otspunktist viiksemad. Seejuures on selge, et suurte arvude omavaheline jarjekord ei
ole oluline ning véikeste arvude omavaheline jarjekord ka ei ole oluline.

Esimesed kolm iilesandeosa lahenduvad selle pohjal vahetult:

1. Optimaalse kauguste summa leidmiseks konstrueerime suvalise sellise permutatsiooni ja
arvutame selle abil summa vélja (voi tuletame valemi).
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2. Optimaalsete permutatsioonide arvu leidmiseks paneme téhele, et optimaalses permutat-
sioonis on [%] “suurt” ja L%J “véikest” arvu voi vastupidi. Suuri arve omavahel voime
suvaliselt jarjestada, viikeseid ka. Otspunktide valikuks on vastavalt paarsusele 2 voi 4
valikut, seega vastus on

2 {%]‘ LHJ!, kui N on paaris;
4 [%]‘ LTQJ !, kui N on paaritu;

3. Leksikograafiliselt vihima leidmiseks valime esimese otspunkti voimalikult véiikese, sortee-
rime “suured” arvud kasvavalt ning “vaikesed” arvud ka kasvavalt.

Aga kuidas leida leksikograafiliselt M-ndat? Oletame, et teame, missugused on leksikograafiliselt
M-nda k esimest arvu ja on vaja arvutada arv k + 1. Selle k£ esimese arvu valikuga oleme
juba “mo6oda ldinud” P permutatsioonist. Kui me paneme k 4 1-ndaks mingi arvu, siis voime
lihtsasti valja arvutada, mitmest permutatsioonist me veel modda liheme. Valime selle arvu
piisavalt suure, et me ei lahe M-ndast permutatsioonist mooda, kuid laheme voimalikult paljudest
permutatsioonidest moéoda.

Keerukus O(N log N) vins.

5. Koalitsioonilepped (koal) 1 sek 60 punkti

Loendada, mitu erinevat voimalikku koalitsiooni saavad moodustada K parteid parlamendis, kus
on N saadikut. Parteid saavad moodustada koalitsiooni, kui neil on parlamendis haalteenamus,
kusjuures selle hiflteenamuse saavutamiseks on vaja koiki koalitsiooni parteisid. (1 < N < 10'8,
1< K <36)

Alamiilesanne N < 10°

Vaatleme mingit parteide rithma, millel on parlamendis héédlteenamus. See saab moodustada
koalitsiooni, kui sellest rithmast iihe partei vélja arvamine votab rithmalt héalteenamuse &ra.
Paneme téhele, et see riithm saab moodustada koalitsiooni tépselt siis, kui sellest rithmast koige
vaikesema partei vilja arvamine votab rithmalt haédlteenamuse ara.

Sorteerime parteid suurimast vihimani. Edaspidi métleme “partei 17 all suurimat, “partei 27 all
suuruselt teist jne. Samamoodi M; on suurima partei liikmete arv, My suuruselt teise liitkmete
arv jne.

Teeme (K + 1) x (N + 1) tabeli nimega dp. Meie eesmérk on seda tabelit taita nii, et dp[k][7]
loendaks, mitu on selliseid parteide rithmi, kus:

e koik parteid on parteide 1...k seast;

e rithmas on kokku i liiget.
Seejuures voime moelda nii, et dp[0][0] = 1 ja dp[0][{] = 0 muude i-de korral.

Kuidas seda tabelit nii taita? Paneme téhele, et kui tabel on Gigesti taidetud, siis peaks kehtima
jargmine:
dp[k — 1][7], kui i < My;

dp[k][i] = {dp[k‘ — 1][i] + dp[k — 1][¢ — M|, muudel juhtudel.

See on nii sellepérast, et on kaht tiilipi parteide rithmi, mis moodustuvad parteidest 1...k ja
kus on ¢ inimest.
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o Need, kuhu partei k ei kuulu. Neid on dp[k — 1][i] tiikki;

e Need, kuhu partei k kuulub. Siis M, inimest sealt on parteist k ja ¢ — M}, inimest parteidest
1...k — 1. Niisiis on neid dp[k — 1][i — Mj] tiikki.

Seda teades voime lihtsalt tabeli jarjest tdita keerukusega O(KN).

Kuidas siit niiiid aga iilesande vastus véilja voluda? Markame, et dp[k][:] — dp[k — 1][¢] on selliste
rithmade arv, kus k on koige viiksem partei ja kus on ¢ inimest. Selline rithm saab moodustada
koalitsiooni parajasti siis, kui ¢ on hadélteenamus, aga ¢ — M}, ei ole. Seega: kdime koik k, ¢ uuesti
1abi. Kui ¢ on héélteenamus, aga i — M} mitte, siis liidame vastusele dp[k|[i] — dp[k — 1][d].
Keerukus O(KN).

Taislahendus

% “suureks

Nagu eelmises osas, sorteerime parteid suuremast vaiksemani. Jaotame parteid kaheks:

parteiks” ja % “vaikeseks parteiks”.

Loendame esmalt koik koalitsioonid, mis koosnevad ainult suurtest parteidest. Seda saame teha
keerukusega O(K 2%), kui kdime lihtsalt 1abi koikvoimalikud erinevad suurtest parteidest koosne-
vad rithmad, ja kontrollime igas rithmas, kas see on koalitsiooni tingimustele vastav. Samamoodi
saame iile lugeda koalitsioonid, mis koosnevad ainult viikestest parteidest.

Ulejiasnud voimalikes koalitsioonides on nii suuri kui viikeseid parteisid. Olgu meil iiks viikeste
parteide hulga mittetiihi alamhulk A. Tahame iile lugeda, kui palju on selliseid voimalikke suurte
parteide hulki B, et A parteid koos B parteidega saavad koalitsiooni moodustada. Olgu s4 hulga
A parteide saadikute arv, sp hulga B parteide saadikute arv ning s; hulga A viikseima partei
saadikute arv. Varasemalt veedusime, et koalitsiooni saab moodustada siis, kui s4 + sp > % ja
sa+sp— s < g Téahendab, koalitsiooni saab moodustada siis, kui

< <N
— — s sp< — — 84+ 5.
5 A B 5 A !

Niisiis peame iga A jaoks loendama, mitu suurte parteide hulka B on sellised, et sg jaab intervalli

(%—SAa%_SA‘FSl]-

Algoritm on praegu selline:
1. Kéaime 1abi koik voimalikud suurte parteide rithmad B:

(a) Kui rithm B saab koalitsiooni moodustada, siis lisame vastusele 1;
(b) Paneme sp kirja massiivi s;
2. Kéime ldbi koik voimalikud viikeste parteide rithmad A:

(a) Kui rithm A saab koalitsiooni moodustada, siis lisame vastusele 1;
(b) Arvutame rithma A vahima partei litkmete arvu, tdhistame s;.

(¢) Loeme, mitu elementi sp massiivis s on sellised, et

€ N N +
s — — 84, — — 8 sy -
B 2 A72 A l

Liidame nende arvu vastusele.

Kuidas leida, mitu suurte parteide hulka jaab mingisse vastavasse intervalli (samm 2c¢). Unustades
K
detailid &ra, saame me jargmise iilesande: On antud M = 22 — 1 arvu s1,52,83,...,5y ja @

6,12



Eesti informaatikaoliimpiaad Lahenduste selgitused
Lahtine voistlus 14.-20.10.2019

paringut kujul “antud arvud [ ja r; leida, mitu arvude si, s2, s3, ..., sy seast jadvad intervalli
(I,7].” Veel lihtsamalt, me voime méelda, et meil on hoopis paringud “antud arv x; leida, mitu
arvude s1, s9,83,...,Sy on < x.” Seda saab teha nn kahendotsingu meetodil. Sorteerime arvud
S1, 82, . .., Sy kasvavalt. Niiiid voime hoopis vastata paringutele “antud arv x, leia viimane arvude
s1,82,...,S8)p seast, mis on < x.”

Vaatleme massiivi s keskmist elementi. Kui see on suurem, kui z, jadb otsitav indeks vasakule
poole keskmist elementi, vastasel juhul paremale. Saame poole massiivist “4ra visata”. Me voime

seda tegevust korrata, kuni vaatluse all on ainult tiks element. Tegime O(log M) = O(log 2§) =
O(K) poolitust.

Kokku keerukus O(K 2%)

6. Tordi loikamine (tort) 1 sek / 10 sek 60 punkti
On antud M x N iithikruudustik. Selle peale on asetatud nurga arctan (g) all teine ruudustik,

kus iga ruudu pindala on S. Seejuures teame, et iihikruudustiku all vasakus nurgas ristuvad ka
teise ruudustiku jooned. Mitu kujundit kokku tekib? (1 < M,N,S < 10°, 1 < P,Q < 103,

Vo €Q)

Lahendus

Edaspidi kutsume iihikruudustikku siniseks ruudustikuks ja seda teist punaseks ruudustikuks.
Koik koordinaadid on antud sinise ruudustiku jargi.

Esmalt tuletame valemid, mida hiljem palju kasutame.

N GTe = /\X i
<":>N<:”' \ ,/’:><:j/,' \\\
N7 SA T\

ST B K-

(a) (b)

= AN N\
Z

Z N\

Joonis 1

Lemma 2. Tdhistame r = ,/%QQ. Ulesande tingimus viidab, et see on ratsionaalary.

1. Litkudes médda punast joont tihe sammu “paremale tiles” oleme litkunud mééda x-telge r P
ja maooda y-telge rQ;
2. Litkudes médda punast joont iihe sammu “paremale alla” oleme litkunud mdooda x-telge rQ

ja maooda y-telge —rP.

Toestus. Punase ruudu kiiljepikkus on VS.

7/12



Eesti informaatikaoliimpiaad Lahenduste selgitused
Lahtine voistlus 14.-20.10.2019

1. Joonistame téisnurkse kolmnurga, mille hiipotenuus on punase ruudu kiiljepikkus ja kaate-
tid on paralleelsed vastavalt z- ja y-teljega. Olgu kaatetite pikkused a ja b. Nurgast punaste
ja siniste joonte vahel teame, et 7 = g ehk a = %. Pythagorase teoreemist

b2P2 P2 2

4= bQi

Q? Q?

S
b=Q\/ prrge =79

S=a’+b =

jaseegaazaz ) =rP.
2. Analoogiline.

O

Lemma 3. Oletame, et “paremale iles” suunatud punane sirge, labib punkti (x,y). Siis x-telje
2 2
suunas “jargmine” temaga paralleelne sirge labib punkti (x + h,y), kus h = r%.

Analoogiliselt, y-telje suunas “jargmine” labib punkti (x,y +v), kus v = r%.

Toestus. Geomeetriliselt on selge, et (z,y) vidrtusest h ei soltu. Liigutame mooda punast joont

(x,y) punkti, kus punased jooned loikuvad.

Liigume sealt m66da punast joont ithe sammu paremale alla. Jouame punkti (z + rQ,y — rP).
Niitid peame liikuma mooda punast joont paremale iiles nii kaua, kuni meie y-koordinaat on

jalle y. Selleks peame tegema % = % sammu paremale iiles. Seejuures z-koordinaat nihkub
g -rP = % vorra. Oleme joudnud punkti (z + rQ + %7 y) = (z+ TPQEQQ y) = (x+ h,y).
Vertikaalne juht on analoogiline. O

Alustame iilesande lahendamist sellest, et teeme iilesande viikesemaks. Meenutame, et punased
jooned ristuvad punktis (0, 0), ja sinised jooned ristuvad samuti selles punktis. Kui liigume pare-
male modda z-telge ja mingis punktis uuesti punased jooned ristuvad ja sinised jooned ristuvad
samas punktis, siis hakkab uuesti sama muster peale (vt. joonis 2).

Lemma 4. Punased jooned ristuvad punktis (K,0), kus K = v/S\/P? 4+ Q2% € Z.

Toestus. Alustame ruudust (0,0). Tahame teha mé6da punast joont ¢ sammu paremale iiles ning
J sammu paremale alla nii, et langeme z-teljele ja taisarvuliste koordinaatidega ruudule. Niisiis
otsime taisarve 7, j nii, et

irP + jrQ € Z;
ir@Q — jrP = 0.

Teisest tingimusest saame ir) = jrP ehk iQ) = jP. Avaldame j = %. Saame, et peab kehtima

irP + ZQPQT =ir (%) € Z. Ulesande tingimus {itleb, et 72 esitub kujul Z;—Z,

taisarvud, p?k = S, ¢k = P? + Q?. Seega

. Cﬂ+Q3 P’k pgk
r _— =1 =1—.

kus p,q, k on

P g P P

Valides i = P, on see téisarv. Ka j peab téisarv olema, kontrollime: j = % =Q€Z.
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Joonis 2

Oleme konstrueerinud oma punkti K = pgk. Seejuures

K = pgk = pgVkVE = /p2k/¢?k = V'S\/ P2 + Q2.

Joonis 3

See tdhendab, et voime lahendada iilesande nende ristkiilikute jaoks, mis on joonisel 3 musta
raamiga imbritsetud. Sisuliselt vihendasime iilesande piire. Edaspidi eeldame lihtsalt hoopis, et

1< M,N <VSy/P2+Q2? <V109/103 + 103 ~ 4.5 - 107.

Kujutame ette, et meil on sinine ruudustik ja oleme sinna juba lisanud moéned punased diago-
naalid. Lisame iihe uue punase diagonaali. Vaatame, mitu erinevat 16ikepunkti moodustab see
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diagonaal olemasolevate sirgetega. Kui diagonaal 10oikab {ihes punktis mitut sirget, siis loeme
seda ikkagi iiheks loikepunktiks. Tahistame selle loikepunktide arvu c. Paneme tahele, et selle
diagonaali lisamisel kasvas ruudustikus olevate piirkondade arv ¢ — 1 vorra.

Seega peame tegelikult vaid loendama, mitu loikepunkti 16pptulemuses on; seejuures pidades
meeles, mitu sirget iga 16ikepunkti labib. Loikepunkte endid on 11 erinevat “tiiiipi”, samas enamus
nendest tiilipidest on vaga sarnased.

TXMT Jeae

Joonis 4: Loikepunktide tiiiibid

Kirjeldame esmalt, kuidas loendada tiitipi (i) olevate 16ikude arvu. Titbid (c¢) kuni (k) lahendu-
vad sellega taiesti analoogiliselt. Kédime selleks 1abi O(M) vertikaalset sirget ning iga sirge kohta
loendame eraldi, mitu loikepunkti sellel sirgel on. Votame iihe vertikaalse sirge © = xg. Paremale
tiles suunatud punased jooned labivad seda punktides (zg, y1), (xo,y1 + v), (zo,y1 + 2v), ... ning
vasakule iiles suunatud jooned punktides (xg,y2), (xg,y2 + h), (zo,y2 + 2h),.... Siin y; ja y2 on
ratsionaalarvud, mida on kerge vilja arvutada. Tahame teada, kui paljud nendest 16ikepunkti-
dest langevad kokku. Olgu p arvude y, y2, v, h nimetajate vihim iihiskordne. Peame loendama,
mitu lahendit on kongruentside siisteemil

y =pyr (mod pv);
y =py2 (mod ph),
kus 0 < y < pN. Meenutame Hiina jaégiteoreemi:

Teoreem. Kongruentside stisteem

{y =a (mod m);
y =b (modn)

ei lahendu, kui a Z b (mod ged(m,n)). Vastasel juhul lahendub ta dheselt mooduli lem(m,n)
jargi; lahendiks on

_avn + bum
v= ged(m,n)
Siin u,v on sellised tdisarvud, et um + vn = ged(m,n). Neid on véimalik leida nn laiendatud
FEukleidese algoritmiga, keerukus O(log(m + n)).

Nii leiame perioodi ja esimese loikepunkti. Edasi on kerge leida tiiiipi (i) 16ikepunktide arvu sirgel
x = xg. Moned nii leitud tiiiipi (i) 16ikepunktid on tegelikult hoopis tiiiipi (k), seetottu tuleb
parast tiilipi (i) 16ikepunktide arvu leidmist lahutada maha tiiiipi (k) 16ikepunktide arv.

Veel tuleb leida tiitipi (b) loikepunktide arv. Elegantne viis seda teha on kasutada nn Picki

teoreemi:

Teoreem. Olgu (ennast mitte loikava) hulknurga pindala A, piirjoonel olevate tdisarvuliste koor-

dinaatidega punktide arv b ja sisemuses olevate tdisarvuliste koordinaatidega punktide arv i. Siis
b

A=1714+ - —1.
z+2
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Seekord kasutame sellist koordinaadisiisteemi, kus koordinaatteljed on paralleelsed punaste sir-
getega.

Keerukus O(v/Sv/ P2 4 Q2 log(P? 4 Q?)); ettevaatliku implementatsiooni korral saab isegi teha
O(VSv/P2? 4 @Q?). Molemad lihevad libi.

7. Kokkuhoidlik testimine (test) 60 punkti

Antud on {ilesanne: pane 8 numbrist kokku kaks legaalset kellaaega nii, et nende aegade summa
oleks maksimaalne.

On antud 100 vigast lahendust. Konstrueeri véimalikult viike arv teste, millega saab koik 100
vigast lahendust 1dbi kukutada.

Valelahenduste struktuurist

Kui valede lahenduste koodile natuke peale vaadata, siis mérkame, et need on peaaegu iihe-
sugused. Nad erinevad ainult iile-eelviimase rea poolest, mis on igas lahenduses erinev 112 bitist
koosnev “mask”.

Mis on selle maski roll? Koigepealt selgitame iiht korrektset lahendust.

e Kiime ldbi koik C’§ viisi jaotada kaardid kaheks 4-kaardiliseks hulgaks:

— Kummaski hulgas kdime 14abi koik 4! viisi neid jirjekorda panna ja valime suurima
ajaga legaalse.

Aga voime tdhele panna, et moned 4! permutatsioonist ei ole kunagi optimaalsed.

Lemma 5. Oletame, et meil on antud arvud dg, di, do, d3. Sorteerime nad nii, et dy < di < do <
ds. Alati on optimaalne ks jdrgmistest permutatsioonidest:

(d3a d27 d17 d0)7
(dla d37 d2) d0)7
(d17 d07 d37 d2)7

do,ds, dy,dp), (do,dy,ds,dy), (do,dy,dy,ds),
dy,ds, dy,ds), (di,da,ds, do), (dy,da,dy,ds),
dy, do, da,d3) (do, ds,d2,dy), (do, ds,d1,dz),
do, d1,d3, dz), (do,dy,d2,d3).

)

(
(
(
(

Téestus. (Automaatne) juhtude labivaatus. O

Naiteks, kui on optimaalne paigutada ds esimeseks, siis d3 < 2 ja on selge, et on optimaalne
paigutada numbrid kahanevas jirjekorras, sest siis koik arvud on iilimalt 2 ja “mahuvad” igale
poole. Antud valed lahendused on ehitatud korrektse lahenduse peale, mis vaatab ainult neid 14
permutatsiooni.

Maskis:
e 70 bitti naitavad, millised C§ = 70 kombinatsioonist 1abi vaadatakse;

e 14 bitti néaitavad, millised 14 permutatsioonist esimese kella jaoks labi vaadatakse (iga
permutatsiooni jaoks on oma bitt);

14 bitti néitavad, millised 14 permutatsioonist teise kella jaoks 1dbi vaadatakse;

iilejadnud 14 bitti ei ndita midagi.
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Korrektse lahenduse saame siis, kui paneme maskis koik bitid iihtedeks.

Suund lahenduseks
Viga iildiselt raskides voiks lahendus olla midagi jargmise skeemi moodi:
1. Genereeri suur arv teste.

2. Jooksuta koiki valelahendusi nende testide peal ja vaata, millised valelahendused milliste
testide peal kukuvad.

e Kui kaks testi kukutavad tapselt samad lahendused 1abi, voime iihe nendest kohe ara
visata.

3. Niiiid on meil palju teste, mis “katavad” erinevaid lahendusi. Pane nendest kokku komplekt,
mis katab koik lahendused.

Vo6ib olla meelitav méte proovida genereerida koik 10% erinevat testi ja panna programmid nende
peal jooksma. Kahjuks voib see liiga kaua aega votta.

Voiks proovida genereeritavate testide arvu vihendada ja testimise protsessi kiirendada, kasu-
tades seda, mis on valede lahenduste sees. Naiteks, kuna valed lahendused jaotavad numbrid
kaheks osaks ja siis sorteerivad kummagi osa, tdhendab see, et moned testid on samavaérsed. Me
voime kasutada ainult neid sisendteste, kus esimesed neli numbrit on sorteeritud.

Teiseks, meil ei ole motet 100 erinevat vale lahendust iga testi peal jooksutada. Moistlikum on
votta test ja jooksutada seda oige lahenduse peal, pidades meeles, missugused kombinatsioonide
ja permutatsioonide kolmikud saavutavad optimaalse tulemuse. Nii saame me kiiresti kontrollida,
kas test kukutab antud vale lahenduse labi voi mitte.

Alternatiivina voib proovida ka lihtsalt juhuslikke teste genereerida. Samas nii ei pruugi opti-
maalset tulemust saada. Kui vaadata ldbi néiteks juhuslikult valitud % koikidest testidest, siis
suure toendosusega ei saa vaadatud testidest optimaalset testikomplekti kokku panna.

Kui me vaatame (kuidagi) 14bi koik voimalikud testid, ja viskame vélja sellised testid, mis ku-
kutavad téapselt samad lahendused labi, jadb alles 679 testi. Moni test on monest teisest testist
“rangelt parem”: kukutab labi samad lahendused ja enamgi veel. Kui viskame sellised “halvemad”
testid ka vélja, jaab alles 133 testi.

Niiiid on meil 100-elemendiline “universum” ja 133 selle alamhulka. Missugune on koige viikesem
alamhulkade pere, mis universumi katab? See on informaatikas klassikaline NP-téielik {ilesanne,
nn set cover problem. Téapset kiiret lahendust sellele ei ole, samas on palju uuritud, kuidas koige
paremini ligikaudset vastust leida.

Minimaalne vastus on 18 testi. Uurige, katsetage!
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